CAPITULO 7

LOGARITMOS

La importancia del estudio de los logaritmos radica en que, gracias a ellos, se facilita la resolucion de
calculos muy complejos, por ejemplo, es posible convertir las operaciones de producto, cociente a sumas,
diferencia que resultan naturalmente mas faciles de resolver que el producto y cociente. Si bien es cierto
que son elementos de estudios fundamentales en la matematica, lo importante de los logaritmos esta en las
posibilidades de aplicacion que tienen en la vida real.

7.1 ECUACIONES EXPONENCIALES
Definicion. - Una ecuacion en la que la incognita aparece como exponente se llama ecuacion exponencial.
Para resolver ecuaciones exponenciales utilizamos el siguiente:

Teoremal.-SeaacR,a>0,a=1,ysean z,y€R .
l.a" =ad" = 2=y 2.2 =a"=z=a

S S

Directrices para resolver ecuaciones exponenciales J

1. Para resolver ecuaciones exponenciales debemos igualar las bases de las
potencias o los exponentes de las bases dependiendo del enunciado de la
ecuacion a resolver.

2. Utilizar el teorema 1 para "trasformar" una ecuacién exponencial en una
ecuacion algebraica.

3. Resolver la ecuacion por los métodos estudiados en anteriores capitulos

Ejemplo 1. Resolver la ecuacion 3**° = 27"
Solucién

325 — 3% jgualando bases

2z +5=3z+6 por el teorema 1

z = —1 solucidn de la ecuacion
Ejemplo 2. Resolver la ecuacion 47 + 27 = 72

Solucion
2
(2’) +2"—72=0 expresando en potencias
(2“ + 9) (2 - 8) = (0 factorizando por aspa

2" +9=0=2"=-9 no se puede igualar bases no es solucion
2 -8=0=2"=8

2" =2° = z =3 solucidn de la ecuacion.

66



Ejemplo 3. Resolver la ecuacion “~/3/2° " = *</g"*

Solucién

Hed)
2°" = 2% jgualando bases

Sv—1 _ 3<x _ 3> por el teorema 1
3<If1> 3z —7

92% — 24z + 7 = 92° — 36z + 27 resolviendo la ecuacion

122 =20 =z = g solucion de la ecuacion

Ejemplo 4. Resolver la ecuacion (:r - 1)(%1) — %3

Solucién

3
3 3 ,
(x - 1)(171) ] = 3[2‘/5] elevando al cubo (x _ 1)3(-"'*1) _

V3

1

32

3

(x — 1)3(171) = entonces (:v — 1)3(:"71):‘ = (\/5 )JE

z—1) :\/5 or el teorema 1
(v-1) P

ﬁ(:p — 1)3 = \‘/E extrayendo raices cubicas

r—1= Q/g =z=1+ (/g solucion de la ecuacion

Definicion.- Se denomina logaritmo de un numero positivo N (llamado argumento) en una base dada b
positiva y diferente de la unidad (b >0, b= 1), al exponente real z al que debe elevarse la llamada base

para obtener una potencia igual al namero dado. Esto es:

log, N =2 siysolosi N =0b"

[
- forma exponencial
forma logaritmica

los siguientes enunciados son pares equivalentes de ecuaciones exponenciales y logaritmicas

Ecuacién logaritmica Ecuacion exponencial
2 - 4 = 8§
log, 4 =—
8s 3
log,y == g y=3"
1 < 1
log,|=|=—-2 —=3
B 9] 9
log, (81) = 4 < 81=3'
e ¥
log, (12535 ) = g 1255 =5
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Ejemplo 1. Resolver la ecuacion log, (:ﬁ — 5z — 4) =1
Solucion
2> — 5z —4 =2 aplicando la definicion
(a: - 6) (m + 1) =0 factorizando por aspa
z,—-6=0=212 =6
T, +1=0=uz,=-1
Verifiquemos la solucion
Si z, =6 sustituyendo log, (62 —5(6) — 4) =1=log,2=1 portanto 1=1
Si z, = —1 sustituyendo log, [(~1)* = 5(~1) — 4| = 1 = log, 2 = 1 por tanto 1 =1
Luego z, =6 y z, = —1 son soluciones de la ecuacion.
Ejemplo 2. Resolver la ecuacion log, [log:s (log2 x)] =0
Solucion
log, <log2 m) =4" por definicion
log, (log2 :v) =1 entonces log, z = 3 luego z =2’ = z = 8 solucion de la ecuacion

7.2 PROPIEDADES DE LOGARITMOS

Las dos bases que se emplean con mayor frecuencia para los logaritmos son:

e Labase 10 llamado logaritmo comin y se denotan como: z = logy

e La base e llamado logaritmo natural o neperiano cuya base es un nimero irracional con un valor
2.718.. y es denotado por = = Iny

Un logaritmo que tiene una base b se expresara como z = log, y

El uso de logaritmos puede dar como resultado cierta eficiencia cuando se requieran calculos de nimeros
muy grandes o muy pequefios, esta eficiencia se logra gracias a las siguientes propiedades siendo las; mas
importantes las siguientes:

l. log, b=1 2. log,1=0
M
3. log, (M.N) = log, M + log, N 4. log, ~I= log, M —log, N
5. log, M" =nlog, M 6. b " =N
log, N

7. log N = 08, 8. log b= L

¢ log, a ¢ log, a

m

9. log , 0" = —log b 10. logv- A =log, A"

a n a b
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1-log, 2) log, 4

Ejemplo 1. Hallar el valor de A = 7 +5
Solucion
A=l T2y sl d™ propiedad 1y S
A =7l g propiedad 4 y 6

A=T7"% H +i propiedad 6

A= ﬁ +l
4 4
A==
2

Ejemplo 2. Hallar el valor de B = log - Yo + log,- z!
Solucion

B =log , 2 +log , z* expresando los radicales en forma de potencia

1

B=-2log z+ %logzx propiedad 9 y 1
2 6

B :24—24
3

p="
3

log, %/5 —log, \[2@ N log, (\/5)71
log, V22 1~ log, \WN2

Ejemplo 3. Hallar el valor de C' =

Solucién
log, 2" —log, 222" log, 2 . .
C = 98, Olg{ + 8, expresamos los radicales en potencia
log, 22! 1—log, 2°
1
1log2 2— zlog2 2 [_2] log, 2
c=23 8 la propiedad 5 y 1
3 1
Zlog22 1—§log2 2
1.7 1
C = 3—38 ——2_ hallando el mem
4 8
13 8 . .
= —— — — haciendo medios y extremos
18 14
163

C = ——= valor buscado
126

7.3 ECUACIONES LOGARITMICAS

Definicion. - Es una ecuacion que contiene uno o mas términos logaritmicos de una o mas incognitas.



Teorema 2.- Si los argumentos A , B > 0, ademads la base b > 0, b = 1, entonces:

log, A=log, B=A=2DB

[ Directrices para resolver ecuaciones logaritmicas }

/ 1. Pararesolver ecuaciones logaritmicas las bases deben ser iguales \

2. Utilizar propiedades y la definicion para transformar a la ecuacién a una
ecuacion algebraica sin logaritmos

3. Resolver la ecuacion nueva por cualquier método estudiado en los capitulos
anteriores

K 4. Verificar los resultados encontrados en la ecuacion original /

Ejemplo 1. Resolver log, z —log, (z —2) = log, 2

Solucion
log, = 5~ log_ 2 por la propiedad 4 verificando la solucién
T —
1Ogr 4 — log_ 2= 1()gr l = 10g» 2
5~ 2 por el teorema 2 5 5 5 (z) 5
I - .
=9 —4 Cumple la igualdad
r=4

Ejemplo 2. Resolver la ecuacion logz + log (x - 1) = log(S log, 4)
Solucién
log x (:1: - 1) = log (3 log, 22) por la propiedad 3 y 5
2* —z = 6log,2 usando el teorema 2
2> —z =6 por la propiedad 1
> —x—6=0 ecuacion de segundo grado
(:r - 3) (:r + 2) =0 resolviendo la ecuacion por factorizacion
r,—3=0=2z =3
z,+2=0=>2z,=-2
verificando la solucion
Siz =3
log3 +log2 = log(S log, 4) = log6 = log6 solucion unica
Siz, =-2

log<—2) + log<—3) = log(3log2 4) no es solucion porque 7 logaritmos negativos
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log( l’+1+1)

log/z — 40

Ejemplo 3. Resolver la ecuacion =3

Soluciéon
log( Tz+1+ 1) = 3logm hallando el mcm
log( T+1+ 1) = 10g(3 T — 40)3 usando la propiedad 5
log (\/x——irl + 1) = log (¢ —40) simplificando el indice con el exponente
\/I_H +1=2—40 aplicando el teorema 2
(x/ﬁ )2 = (:z — 41)2 elevando ambos miembros al cuadrado
r+1=2"—827r+1681 productos notables
2’ — 83z +1680 = 0 ecuacion de segundo grado
(:r — 48) (x — 35) =0 factorizando por aspa
r—48=0= 7, = 48
z—=35=0=1z,=35
verificando la solucion
log (\/E + 1) log 8
log—i{/g =3= log2
log (\/% + 1)
log \3/—_5

Ejemplo 4.Resolver la ecuacion Inz® 4+ Inz = 9

si z =48 tenemos =3 = 3 =3 solucion unica

si z, =35 tenemos =3 no es solucion porque A logaritmos negativos

Solucion
Inz® =9 por la 3ra. propiedad
3lnz =9 aplicando la 5ta. propiedad
Inz =3« z=¢" usando la definicion

verificando la solucion
B 3 2 3 s r 14 .
si z =¢* tenemos ln(e“) + ln(e“) =9=6lne+3lne=9=9=9 solucidon Gnica

Ejemplo 5. Resolver la ecuacion ¢ =5 verificando la solucién

Solucion . In5

Ine* =In5 logaritmos a ambos miembros
2rlne=1In5 usando la 5ta. propiedad (32(“-‘7") —5=¢"=5=5=5

= lnT5 ~ 0.8047 soluci6n Unica
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Ejemplo 6. Resolver la ecuacion 5 — glsvt — glosutl _ glosv-t
Solucion

5'%Y 15 x 571 = 3" x 3" + 3" x 37" descomponiendo los exponentes

5leev (1 + 5’1) = 3lev (3 + 3’1) factorizando verificando la solucion
si y=10
5losy (3 + 371) . ) y
o — —(1 N 54) aislando la variable Sonl0? _ gloglt-1 _ glogit*+1 _ glogiti-1
- gy 0 52losl0 _ g2loglog—1 _ g2loglog _ p2logl0p-1
—| =— propiedades de exponentes
3 18 25-9(1)=27-25(1) = 22 =22

2
. solucion unica
igualando bases

N

logy =2 =y =10" teorema 1 y definiciéon
7.4 APLICACION DE LOS LOGARITMOS A LAS ECUACIONES EXPONENCIALES

En la resolucion de las ecuaciones exponenciales existen casos en que no es posible igualar bases.

Directrices para resolver ecuaciones exponenciales aplicando logaritmos ]

1. Se aplican logaritmos en ambos miembros
2. Se utilizan las propiedades de logaritmos y los teoremas 1 y 2 para la resolucion

3. Verificar los resultados encontrados en la ecuacion original

Ejemplo 1. Resolver las ecuaciones 2" x 5" = 8
Solucion
log (2”1 X 5“) = log8 aplicando logaritmos ambos miembros
log2”" +log5® = log8 3era. propiedad
(:r + 1) log2 + zlog5 =log8 Sta. propiedad
zlog2 +log2 + zlogh = log8 propiedad distributiva

z <log 2+ log 5) = log8 —log2 factor comun
8 .
x[log(Z X 5)] = logE 3era. propiedad

x[log(l())] =log4 lera. propiedad
z = log4
verificando la solucion

Si T = 10g4 entOl’lCCS 210g4+1 % 510g4 — 8 = 210g2'2 X 510g4 — 8



7.5 SISTEMAS DE ECUACIONES LOGARITMICAS Y EXPONENCIALES

Definicion. - Un sistema de ecuaciones logaritmicas o exponenciales es aquel que esta formando por dos o
mas ecuaciones logaritmicas o exponenciales

[ Directrices para resolver sistemas de ecuaciones con logaritmos }

-

o

1. Para resolver sistemas que contienen logaritmos o exponentes se tiene transformar\
cada ecuacion que contenga logaritmos o exponentes a ecuaciones algebraicas

simples es decir sin logaritmos utilizando las propiedades.

2. Cuando las ecuaciones son algebraicas se utiliza cualquier método estudiado en

anteriores capitulos para encontrar la solucion.

3. Verificar las soluciones encontradas en cualquiera de las ecuaciones del sistema

original.

/

Ejemplo 1. Resolver el sistema

log, z +log,y =log, 12
T+y =7

Solucién

Ejemplo 2. Resolver el sistema

log, 2.y = log, 12 = zy = 12 usando la 3era. propiedad y teorema 2 en lalra ecuacion

.y =12 . .
nuevo sistema algebraico
T+y

12 . ., .
y = — de la primera ecuacion despejamos y
X

T+ % =7 sustituyendo en la segunda ecuacion

2’ =Tz +12 =0 hallando el mecm

(1‘ — 4) (1: — 3) =0 factorizando por aspa

t, =4=y =3y x,=3=y, =4 soluciones del sistema
verificando las soluciones en la primera ecuacion

Si z =4, y =3 tenemos log, 4 + log, 3 = log, 12 = log, 12 = log, 12

Si z, =3, y, =4 tenemos log, 3 + log, 4 = log, 12 = log, 12 = log, 12

log = +log y=2
log, z —log, y = 4

Solucién

_ 2
log zy=2 = ay=a usando la tercera propiedad y la definicion

log, T4 = Z_}" usando la cuarta propiedad y la definicion
)

z=1b"y despejando la variable x de la segunda ecuacion
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(b4y) y = a® remplazando en la primera ecuacion el valor de x

Y = (b—)z aislando la variable

2 . .
v — (IL) =0 realizando operaciones
(y — ’—2) (y + ]—2) =0 productos notables
0 0
1o es solucién
a

_5_2:0

Y

y, = ;iz y x, = ab® solucion inica del sistema
log(z —1) —log(1—y)=0
Ejemplo 3. Resolver el sistema 1, ,
{9 —27l27" =0
Solucion

log(z —1) = log(1 - y)

32531 — 33 5 g

r—1=1—y aplicando el teorema 2

37 =3 por exponentes
T4y =2 THy=2 Sz=2-y
entonces
S UE . ] oot
y v v

2(2—y) 3y i ‘

T, 9_4 =5 sustituyendo el valor de x en la 2da.ecuacion
y - y

2 (2 — y)2 —3y° =5y (2 - y) hallando el mem

2 (4 — 4y + yz) —3y> =10y — 5y° aplicando productos notables
4y =18y +8 =0 simplificando factores comunes

(y - 4) (Qy - 1) =0 factorizando por aspa

y=4 =2 =-2 no es solucidn del sistema

1 3 . .. .
Y= 3 =7 = 5 soluciones Unicas del sistema

7.6 EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Hallar el valor de las siguientes expresiones

1. A=log, {3 +log, 27 +log, 1 R Azg
2. B=log uilu + log, u R p=2
u L \/; 30
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5

3.C=log +logl_£+log+b\/a+b R. C=—=

=y 4 r—y . a 6
10g,§/g4r10g 2401+ log, 97" 3
4. p="5 : R p=2
2log, 4 — log, 47 5

II. Resolver las ecuaciones logaritmicas

1. log\/mflog(?)a:) =—-2log3 R. z=12

2. Inz—In(z—2)=In(4x—-3)—In3 R. z=3

3. log,(z —1) + log, (:13 + 1) —log, (:c - 2) —log, (x + 2) =0

4, log3x+10gﬁx+loglx:6 R. z=27

=5

6. log(x +7)—logl,2=1—logyz+14 R. z=2

5. log, (5x2) X 10g§ r=1 Rz = 5

2

7. 2log, x4 3log,. x =15 R. =243

8. zlog2+loglog2 =loglogl6 R. z =2

3 4
9. 2" — £} =0 Rz =10", z, =10’
T

0. 4L 8 o5, =1

AR 5
II1. Resolver las ecuaciones exponenciales

2 T 5 4z-2 4
1. 12 |2 = x=0

5) (2 25

! 1 R. z=—log, 6

"5 43 51

3.646 =2 R. z=0

N

o307 = [i]lQSﬁ R. z=10

(9]
[N}
—_—
[\)

+
w
a

6.5 =1 R =2, z,=3

2

7. 7P _8x T =—1 R, =—1, 2, =-2

1
8. 4" x8 =4096 R. z=2

9. &1 =432° R. z:—4+3ln2



10. ¢ 2 =28 R. :U:M

IV. Resolver los siguientes sistemas:

1 —logh = 3logh ,
N og;ﬂ og2 og4 R 25 y—-+
logz® —logy” = log2 5

log x + = 2log3
2. s Y & R. 2=5 y=4
zlog2 + ylog 32 = log 256

log<x + y) + log (z — y) = log33

3. o _ R.z2=7 y=4
[T = 10000
4. (a:—y)log(ﬁy) 1000 R. 7 =505, y =495 =z, =505, y, = —495
3210g2:p—logiy}:10 i ‘
S ! ’ Roz =4 y=-1 6,==3, 9, =7
:E(y) =81
27 +3(2") = 22
6. . ( 1) R. 2=1477 y=4,430
3(2) -2/ =20
-y
3z + =9
7. (1: y) Rz =-3y=9 2,=2 y,=4

324 = 182° +12zy + 1217

3x5" +2x6'" =807
15%x 5" + 6 = 339

2 42" =85 log81
> Q2] _ 39y Roe=19=5m
Ty = 64
10. Rz =2y =32 2,=32y, =2

5(10gm y+ logy x) =26



