CAPITULO 5

FRACCIONES ALGEBRAICAS

Definicion.-Una fraccion algebraica racional es aquella en el que el numerador y el denominador son
polinomios
Los siguientes enunciados son fracciones algebraicas
a®+bv Tr 2x4y+5z
a+b’ y z—y+z
Es preciso tener cuidado con las fracciones algebraicas para asegurarse que, al sustituir las variables con
numeros, el denominador resultante sea diferente de cero.

Consideremos la fraccion algebraica:

S el valor de x no puede ser 2 porque entonces el denominador seria cero, en efecto:
T

——/— = — «no es un numero real
2 (2) —4 0

5.1 CLASIFICACION DE FRACCIONES

a) Fracciones propias, una fraccion es propia cuando el numerador es de menor grado que el denominador.
x+2 2
2 b
r4+zx+1 z+1
b) Fracciones impropias, una fraccioén es impropia cuando el grado del numerador es mayor o igual que el
grado del denominador.

' +2 2%’
21" — 3z +1 ’ Yz

¢) Fracciones homogéneas, una fraccion es homogénea cuando se tienen igual denominador.

(m—i—i’)j'—(x—Z)’ (:E-I—S)?z—Q)’ (a:+3)(x—2)

d) Fracciones equivalentes, cuando se multiplican y dividen tanto numerador como el denominador por
una misma cantidad, siempre que esta sea distinto de cero.

r 2z 27

x—2g_ 2% — 4z

5.2 SIMPLIFICACION DE FRACCIONES

[ Directrices vara simplificar fracciones ]

1. Simplificar una fracciéon es transformar en otra equivalente cuyo numerador y
denominador no tengan mas factores comunes que la unidad =£1 .

2. La fraccién que resulta es irreducible, esta reduccion se lleva a cabo
descomponiendo en factores tanto el numerador y denominador, simplificando,
seguidamente los factores comunes siempre que sean distintos de cero.
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Ejemplo 1. Simplificar A = T —or+b
2ax — 6a
Solucién

Ao (I*Q)(.T*S)

factorizando
2a (:v — 3)

A= 12_ 2 simplificando, cuando =z = 3
a

. ) . 5<a—b)2 +8c(a —b) + 3¢’
Ejemplo 2. Simplificar B =

5a — 5b + 3¢
Solucién
[5(@—1))—1—30“(@—1))4—6] )
B= factorizando el numerador
5a — 5b + 3¢
_ [5&—5b+3c“(a—b)+c] luego B —a—bic
5a — b5b + 3¢
B (0 )
Ejemplo 3. Simplificar C' = . .
8a’b + 8ab
Solucion
(a+b) ~(a—b) |l(a+8) +(a—b)
C =

‘ factorizando el numerador y denominador
8ab (aQ + bz)

(a2 +2ab + b — a® —1—2(117—192)(112 +2ab +b* +a® —2ab —l—bz)
productos notables
8ab(a2 + b2)

dab(2a” +20°)
8ab(a” + ")
8aba’ + 0’
8ab(a” + 0’

sumando términos semejantes

luego C =1 cuando a,b = 0

ab(a:2 + yz) + zy(a® +b%)

Ejemplo 4. Simplificar D =
Jemp P ab(:pQ—yz)—l—zy(a2 —b%)

Solucién

D abz® + aby® + a’zy + bzy
abz® — aby® + a’zy — by

multiplicando los factores

(azxy + abe) + (aby2 + bzccy)
(a%y + abe) - (b2my + aby2>

agrupando de manera conveniente

- o <ay + bx) by (ay * bx) factorizando los términos en comin
az <ay + b:z:) —by (ay + bx)

= (ay - b$>(ax i by) luego D = az + by
(ay + bx)(a:c - by) ax — by
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a® — ab — 6b*

o’z — 6a°bx + 9ab’x

Ejemplo 5. Simplificar E =

Solucion
(a—3b)(a +20) .

E = factorizando el numerador
ar (a2 — 6ab + 9b2)
(a—3b)(a+2b) . .

E="—r——" factorizando el denominador

ar (a — 36)
_a+2b
b= ax (a — 36)

5.3 OPERACIONES ENTRE FRACCIONES
a) Adicién y sustraccion de fracciones
e Si las fracciones tienen igual denominador aplicamos la siguiente propiedad

giézaib
c c c

e Si las fracciones tienen distinto denominador aplicamos la siguiente propiedad

ad £ cb
bd

ac_

[ Directrices para la adicion y sustraccion de fracciones J

/ 1. Factorizamos los denominadores y simplificamos si es posible los términos\
comunes

2. Transformar dos o mas fracciones dadas en fracciones equivalentes con
denominador comtn, conviene usar su menor denominador comun; esto es el
mcm (minimo comun multiplo) de los denominadores.

3. Realizamos operaciones y simplificamos como en la suma de los nimeros

\ naturales /

3xr—1 7 2x+ 3
22 —5rx+4 ' —b5x+4

Ejemplo 1. Simplificar A =

Solucién
3r—1—-2x—3 . .
A= xz—x denominadores iguales se suman los numeradores
- —dr+4
A= o4 factorizando el denominador
(x — 4) (z — 1)
A= cancelando términos en comun, si = = 4

T —

Ejemplo 2. Simplificar la expresion

_ —z+3 n 2z +5 3z +2
62> +192+10 —6—T7z+3z> 222 —z—15
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Solucién

B_ —z+3 n 2r+5 + 3z 12 factorizando los denominadores

(3z+2)(20+5) (3z+2)(z—3) (22 +5)(z—3)

B_(—x+3)(m—3)+(2zx+5)2+(3$+2)2 Allando el mem
B FYE] CYs |y hallando el

B —2° + 3z + 32 — 9+ 4a” + 207 + 25 + 97° + 122 + 4
- (32 +2)(22 +5) (2 — 3)

usando productos notables

122% + 38z + 20 L .
B = sumando términos semejantes

(32 +2) (22 + 5)(2 - 3)

2(3z +2) (27 + 5) . o
B = factorizando y cancelando términos comunes
(39: + 2) (230 + 5) (a: — 3)
B = 2 simplificando con = = —2, 5
(:zc - 3) 3 2
xi}n x?n 1 1

Ejemplo 3. Simplificar C = - - +
2" =1 2"4+1 2"—-1 2" +1

Solucién
I3n (CE" +1) _I2n (In _1) _(xn +1) +(Iﬂ _1)
C = hallando el mcm
(a:n . 1>($n + 1)

4n 3n _ 3n 2n o 1 n 1 . .

e +2$ v tr multiplicando los factores
" —1

4n 2n _ 2 i . .

C= % sumando términos semejantes
:E R

2n 2 2n _ 1 .

C:W# luego C=2"+2 si z=1
" —1

a’> —=b  a*—=b

a—>b a* — b

Ejemplo 4. Simplificando D =

Solucién
a+b)(a—>b) (a—b)(a®+ab+b’
D= ( ) ) - ( )( ) factorizando
(a—b) (a—i—b)(a—b)
(a2 + ab + bz) ) ) ) )
D= (a + b) E— simplificando términos semejantes
a
(a+b)2—(a2+ab+b2) ]
D= suma de fracciones
a+b
2 22 g g2
p=4= 2ab +b = ba ab—b usando productos notables
a

ab L . .
D= n sumando términos semejantes sia = b
a+
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b) Multiplicacion de fracciones

Para multiplicar fracciones se utiliza la siguiente propiedad

12,9 2. ax<=9¢
b d bd d
Directrices para la multiplicacion de fracciones ]

1. Se factoriza cada término si es posible, tanto el numerador como el
denominador.

2. Se multiplica los numeradores y denominadores por la propiedad anterior.

3. Se elimina factores comunes

2 2
. . . (a+b) —02 a (a-b) _02
Ejemplo 1. Simplificar A =~ X - X -
a” +ab—ac (a+c) _pr ab—b" —bc
Soluciéon
A_(a+b+c)(a+b—0) a (a—b—l—c)(a—b—c) factorizand
B a(a—i—b—c) X<a+c+b><a—0—c—b>x b(a—b—c) clorizando
_<G+Z+C>X<a+c+b>a(a+cb)x<al;+c> simplificando

a(a+b+c)(a7b+c>

= (a o b) (a - b) propiedades del producto

A= % simplificando

. o 1 2(1-a*) — 2a(~2a)
Ejemplo 2. Simplificar B = X -
2
14 [ 2a : ] (1 —a )
l1—a
Solucion
9.2 2
B= ! X 2= 20 +4da aplicando productos notables
4(1,2 (1 42 2
1+ —— a
1-<)
2
= 12 X 212 — hallando el mem
(lfag) +4a’ (lf(f)
1-a)
(1—@2)2 2(1+a2) )
B= - X ~ medios y extremos, factor comin
(l—az) + 4a’ (l—az)
2(1+a’) o . .
B= simplificando términos semejantes y productos notables

_1—2a2—i—a4—i—4a2
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2(1+02) ' . 2(1+a2) o
B= — sumando términos semejantes B = —— trinomio perfecto
142a" +a (1 N G/Q)
B = - simplificando sia = +1
1+a
Ejemplo 3. Simplificar C = az + ab2+ C$2+ be x— 2t —2az + @
-z +a x +<b+a)1:+ab
Solucion
(ax+caz>+<ab+bc> (I—a)Q o |
¢= B (xz _ az) x (z N a) (I n b) agrupando términos y factorizando
C::E(a+c>+b(a+c) (»T—a>2

_ (z _ a) ( ot a) X (m n a) (I n b) factorizando y productos notables

[ L -
C= - (x — a) (m " a) (a: " a) (z " b) propiedad de la multiplicacion

(a—l—c)(m—a)

=-———7/—— simplificandosi z=-b y z =«
(1: + a) (a: + a)

22 + 3z 2 =9
X

Ejemplo 4. Simplificar D =
Jetep P z—3 2 —r—12

2 4 | 162 —2*2°
+ 2
4" +142+6

Zr 2
Solucién
x<x+3) (z—3>(:c+3) 2 +4 22(167:52)
X X
-3  (z-4)(x+3) 2’ 2Ac+3)(2z+1)
2(z+3)(¢+2)(4+2)(4—2) , N
= propiedad de la multiplicacion
—2z(4—2)(z + 3)(2z +1)
(1: + 2) 4+z)

= —-—-/——— simplificandosiz =4 y z = —3
z(2z +1)

factorizando los términos

¢) Division de fracciones

Para dividir fracciones se utiliza la siguiente propiedad

a . c 4, _ axd
b d ¢ bxec
Directrices para la division de fracciones J

1. Factorizamos cada término si es posible
2. Simplificamos los factores comunes de cada término

3. Aplicamos la propiedad de division invirtiendo el divisor luego procedemos
como si fuera una multiplicacion.
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=64 . 2'—64 | z'—16z+64

Ejemplo 1. Simplificar A = + :
22 4+242+128 2P +122—64 2> +4x+16

Solucién
- (2—8)(+8) ;<:1:—4>(302+4$+16>; (:13—8)2
_(a:+16>(a:+8) C (z416)(z—4) 24w 416

. (:r— 8)2

(:1:+16) "2 442416

factorizando cada término

(¢—8) (o"+42+16) o
A= (z n 16) = simplificando factores comunes
(m_s)x <x+16> X132+41:—|—16
(¢+16) (2 +42+16) (z—8)

transformando la division en multiplicacion

(:E78><a:+16>(z2+4x+16) o
A= - multiplicando todos los factores

(:c + 16) (m2 + 4z + 16)(1: — 8)

A=

2 simplificando si z = —16 y = =8
I —

9—2a’ ;x3—2:c2—3x

Ejemplo 2. Simplificar B = — —
z' + 62 2+ Te+6

Solucion
—(mZ—Q) :c(xz—Qm—?)) ) ) )
=— + factorizando el signo y los términos en comiin
T (:L‘—I—G) (CE+6)(13+1)
5o —(1: + 3>(m — 3) . x(:c— 3)(z —l—l) 5o f(a:Jr 3)(:10 — 3) . x(z — 3) simplificando
:r3(x+6) (x+6)<:z:+1) xs(x—o—ﬁ) (x+6)
B—— <x :— 3) (x _ 3> X <x Al 6) transformando la division en multiplicacion
T (:E + 6) T (m — 3)
~(2+3)(z —3)(x+6) L
B= ; multiplicando todos los factores
T (a: + 6) (JJ — 3)
B=-— :v;; 3 simplificandosi z =3 y 2 = —6
. . 11 1 1 2 ’
Ejemplo 3. Simplificar C = - + 5 ﬁ](a +b+ :1:) + = + P abe
Solucion
C= (b - :1:) g}a ot x) = b+’ _2b22ab o hallando el mcm en cada factor
a a
_ 2 _ 2\ 2
C= [(a i b) x] [(a i b) i z] - (a 2b 0 ) i agrupando cada factor
ab a2b2
<a+b>2*$2 a2b2 e, . g .,
C= X 5 transformando la division en multiplicacion
ab (a + b) —

C = ab simplificandosi a =0y b =0
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5.4 FRACCIONES COMPUESTAS

Son aquellas fracciones que contienen una o mas fracciones en el numerador o en el denominador o en

ambas.

( Directrices para simplificar fracciones compuestas 1

/ 1. Se identifica la fraccion que se va trabajar hallando el comtin denominador de esta\
manera transformamos el numerador y denominador en fracciones simples (en caso
de ser necesario)

2. Realizamos la operacion de medios y extremos.

3. Factorizamos los términos si es posible

4. Repetimos el paso 1

Ejemplo 1. Simplificar A4 =

“—b+ a-+b
a_b
b a
Solucién
A= ¢ el mcem en la Gltima fraccion
b a+b
o) 20
ab
A= a haciendo medios y extremos
ab (a + b)
<a7b)+ (az _bz)
A= a factorizando el denominador
(omt)+ ab(a +b)
a— )
(a—b)(a+b)
A= + hallando el mcm
(a — b) +ab
(a 1)
ala—>
A= ( S ) medios y extremos
(a — b) + ab
a (a — b)
A=— usando productos notables
a® —2ab+b* +ab
ala—>
A= (—) simplificando si a = b
a* —ab+b
. . . 7’ v’
Ejemplo 2. Simplificar B = +
z Y T Y
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Solucién
2 2

i Y

B = + hallando el mcm de los factores
p(ety)-ye—y) z(z-y)+y@+y)
(=) (= +v) (z=v)(z+y)
£U2 y?
B=— ~+— multiplicando los factores
Tty —xy+y T —xyt+xy+y
-y (z=y)(z+y)
CEQ y?
B =———+——— simplificando los términos semejantes
Tz +y Tty
2 yz 2 y?
x?(xZ_yQ) y2<$2_y2) . .
B =————++—-——— haciendo medios y extremos
Tty oty
2 Iz_yz +y2 zQ—yQ
B= ( 3 5 ( ) hallando el mem
Tty
(xz_yz)(xz+y2) . ) . )
B= factorizando el término en comun

o)

B = (12 - yg) simplificandosi 2 =0 y y =0

1-Y
Ejemplo 3. Simplificar C = L
ry
T
Zz
o
1+Y
T
Solucién
Y z—y Ty
C= L = L =——*  hallando el mcm
x x 7
= T — T —
oA ZT
T—y T—y T—y
C = T = z = z simplificando términos
Yy ry Yy
v M A e— z—
z+y) —=z T try—c zy
x+y T4y Tty
r—y r—y
C= L =—L luego C = =Y medios y extremos
T—x+Yy Y Ty
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2 2 2 2
riy %
Ejemplo 4. Simplificar D = yl T Y
R + -
m2 y? Iy
Solucién
.TB + y3 x2y2
Yy T4y
D = >~———-——="hallando el mem de los factores
y -y
-T2y2
(a: + y)(zz —xy+ yQ)ar:Qy2
Ty (m + y)
D= — usando productos notables
y +r —xy
x2y2
(2 —ay+y’)ay . .
D = -————— simplificando términos semejantes
Yyt -y
x?yZ
(xzfxy+y2)$3y3 o
D= luego D = 2%y*

(2 —zy+y*)
5.5 EJERCICIOS PROPUESTOS

Simplificar las expresiones algebraicas

2_ J—
1A= V=2 R 4 (ay 417
3y—2
2y +1
bZ
2. B= 5 R. B=2
Wb 2bb2
oA
b+2
2 2
3.C=2- R. C=22
Y
9_ %
ZIJZ
2
vt
4. D= y4 R. D=y+2
14+
Yy —4
— z(3z +
5.E= - 1= Y R E= (32 +)
20" +3xy +y°  yt —42” P —22° —ay (2z+y<2$—y><x+y>
6. F = L + 2 3 R: F= 26

_a:2+2x724 x272x78_x2+8:1:+12 (1:—!—6)(1:—4)(30—{—2)



7.G = 2“23’2 Ty 21 R G=1
wy— Y Y
T—y Y

2 _ _ 3 _ 4 2
L U I S U i e R

y* + by 1 1-b° Y
Y
2
9. 7= —% __ 2 Tt I Y
ar—2a° ' 4+x—2ax—2a 3+z a
_ 3_ 4 2
10, J = 3 1 _12 2x T +x R J:{IJ +x+1
z* 42z 1_1 -3 x
T
1-4
11. K = z R K=—(y—x
zy
T —
z
T —
147
T
212y3 +1
12. L= —=2=2Y . R. L=2z+y
2%w—3y 2wty
¢ )
z ||z .
13. M = Y Y R. M =2’
111
oy oy
a 1 a 1
T 0 ant 1 1 2"
14. N = 8b 4b 8 4b o + R. N:L
a> +2ab+2b°  a® —2ab+ 2b° 452(a2+252) 452(a2_252) 16b° — a*
. 33 _ _
15. Q= — a—c : c; 02 L 71—|—c+c(1+c) ¢ R Q- 2a
a - +ac+c ab—be a—c c be bc(a—l—c)
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